
 



 
 

 

2 

1- 

 

 ریشه صحیح داشته باشد؟ تواندنمی Pصحیح است. تحت کدام یک از شرایط زیر  Pای ضرایب چند جمله
 

)Pالف(  )5 )Pو5 )6 5ب(   6 5p( )
 

6و 5P( )P ج( ( )5 )Pو6 )6 6 

)P د( )5 )Pو6 )6  تواند ریشه صحیح داشته  باشد.می Pتحت هر کدام از این شرایط،( ـه  5
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متر است. روزی با شروع از روی خـط اسـتوا،  60کند که شعاعش میشازده کوچولو، روی سیاره کوچکی زندگی 
رود. شازده کوچولو متر به جنوب می 20متر به غرب و سرانجام 30متر به شمال،  20متر به شرق،  30

 چند متر فاصله دارد؟ تا مکان اولش

   15هـ(    40د(  20ج(  30 ب( صفر  الف(
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xتایی طبیعی چند سه y z xوجود دارد که  10 y z؟ 

 
(ـه 45 د( 40 ج( 20 ب( 15 الف(

 
50 
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mحاصل  mبه ازای چند عدد طبیعی مانند  m1  صحیح است؟ 15

 
 نهایتبی (ـه 4 د( 3 ج( 2 ب( 1 الف(

 

5- 
 

جاده از  Cو  Bدر دو طرفش قرار دارند. مجموع فاصله دو شهر  Cو  Bای مستقیم خارج شده است که دو شهر جاده Aاز شهر 
  40از هم  Cو  Bلومتر و فاصله دو شهر ـیـک 50و  60ر ـگـر دیـهـاز دو ش Aدانیم که فاصله شهر حداکثر چند کیلومتر است؟ می

 کیلومتر است.

70(ـه 60 د( 50 ج( 40 ب( 30 الف(
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Pای الگوریتم زیر را روی چند جمله x(  ایم.اجرا کرده (
1 .d ه را برابر درجP  قرار بده و اگرd  برو. 4به سطر  1

 2 .a  را برابر ضریبdx  درP  قرار بده وdP x ax x( ) ( )1 Pرا به  جای  2 x(  بگذار. (
 برو. 1. به سطر 3 
 4 .P .را چاپ کن 

 در آغاز کدام بوده است؟ Pچاپ شده است.  1384پس از اجرای الگوریتم عدد 

xالف( x10 xب(  345 713 xج(  2 x11 xد(  383 x816  ـه)x11 84  
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nفرض کنید و    b( )2 3 5042  چند است؟ bصحیح است.  bطبیعی و  nکه در آن  3

 

 2911 (هـ 5822 د( 780 ج( 3543 ب( 1384 الف(
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)مستطیلی در صفحه با رئوس  , )00،( , )0 100،( , )و 1500( , )150 )در نظر بگیرید. چند خط موازی با قطر گذرا از رأس 100 , )00 ،
 کند؟ قطر را هم بشمارید.با مختصات صحیح قطع میدو نقطه متمایز ضلاع مستطیل را در ا

 
 300 (ـه 200 د( 199 ج( 100 ب( 99 الف(
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 ای که یکانشان در بسط مبنای ...های زیر نسبت به ضرب بسته است؟ اعداد طبیعییک از مجموعهکدام
 

 است 4یا  2یا  1هفت،  ج( است. 4یا  2یا  1پنج،  ب( است. 3یا  2یا  1چهار،  الف(
 است.  5یا  2یا  1یا  0ده،  (ـه است.  8یا  6یا  4یا  2یا  0نه،  د(
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مرکز دایره محاطی داخلی مثلث  Iکند. اگرقطع می Cو A،Bدایره محیطی آن را در نقاط  ABCنیمسازهای داخلی مثلث 
A B C باشد، اندازهB I C برابر کدام گزینه است؟ 

الف(
B C090

4
ب(  

B C0180
4

Aج(   B C2 )دA0180  )هـ A2 
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aاعدادی حقیقی باشند که  cو  a ،bگر ا b c2 2 2 ab، مجموعه همه مقادیر ممکن 1 bc ca  کـدام زیر مجموعه

 های زیر است؟یک از بازه

0,الف( 0,ج(  10,ب(  2 ,د(  1
1

2
2

, (ـه  
1
2

2
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گیری است. زمین را مسطح فرض کنید. مساحت سیر خطی در حال اوجدوربینی زیر یک هواپیما نصب شده است. هواپیما روی م

 جایی مکانی هواپیما است؟شده، تابع درجه چندی از جابهبرداریفیلم

 ای نیست.چند جمله (ـه 4 د( 3ج( 2 ب( 1الف(
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n2تصاعد حسابی از اعداد اول با قدر نسبت    عددی طبیعی است حداکثر چند عضو دارد؟ n، که 1

 

 تصاعد با هر تعداد عضو وجود دارد. (ـه 6  د( 5 ج( 4 ب( 3 الف(
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طرفه برویم. مسیرها در جهت فلش یک Bبه نقطه  Aخواهیم از نقطه رو میدر شکل روبه
 توانیم این کار را انجام دهیم؟چند طریق میهستند. به 

  12 ج(  58 ب(  37 الف(
 64 (ـه  63 د(
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کمترین مقدار مجموع مربعات فاصله نقطه باشند،  Dهای مجاور به رأس رأس Cو A،Bطول یال مکعبی یک واحد است. اگر 

 چقدر است؟ CAو  AB ،BCاز خطوط  Pدلخواه 
 a (ـه a د( a ج( a ب( 1 الف(
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1رو با اضافه و یا کم کردن قطاعی از دایره به مربع های روبههر یک از کاشی به دست آمده اسـت.  1
 شده را بندیگوییم اگر بتوان با آن صفحه نامتنهای شبکهمی« صفحه پرکن»ها را هر کدام از این کاشی

 ورو کرد. البته کاشی باید طوری را پشت  درجه دوران داد و آن 180درجه و  90توان پوشاند؛ هر کاشی را می

 پرکن هستند؟ها صفحهدر صفحه قرار داده شود که چهار گوشه آن روی نقاط شبکه قرار گیرد. کدام یک از کاشی

  4و2 (ـه 4و3 د( 5و3و2 ج( 5و4و2 ب( 5و 1 الف(
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 تر است؟کدام بزرگ
 

   4231(ـه  4321د(  3214ج(  4213ب(  4312الف(
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 BCمحل تماس دایره محاطی داخلی با ضلع  Eو نقطه  BCبا ضلع  Aساز زاویه رخورد نیممحل ب Dنقطه  ABCدر مثلث 
BEاست. اگر  EDکدام گزینه صحیح است؟ ، 

Aالف( C 03 2 Aب(  180 C 02 3 Bج(  180 C 090  

Bد( C 02 B هـ(   180 C2 
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های منتظم با طول واحد تشکیل شده است. بچه زنبوری روی اضلاع ضلعیکندوی زنبوری از شش

 بار  1تواند به سمت چپ یا راست خود برود. اگر این زنبور د میرسکند و به هر رأسی که میحرکت می

 برود، فاصله مکان نهایی او از ابتدای حرکتش چند بار به چپ  13842بار به چپ، ... و  4بار به راست،  2به چپ، 

 واحد است؟

و 52بین  ب(  52بین صفر و  الف(
و 102بین ج( 102

و 152بین د( 152
و 13842بین (ـه 202

13852 
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که بتوان مدرسه را جایی  aای بسازیم. کمترین مقدار کیلومتر، مدرسه 19و  14، 9دوی، ستا به فاصله دوبهخواهیم برای سه رومی
 کیلومتر نباشد چند است؟ aاش از هر سه روستا بیش از ساخت که فاصله

7 ج( 9/ 5ب( 9 الف( د( 2
57 2
 10 (ـه  8
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 کنیم. مثلاا تعریف می 2را با استفاده از ارقام صفر و یک، شبیه بسط مبنای  2بسط مبنای 
( ) ( ) ( ) ( )2 1 0

2101 1 2 0 2 1 2 5 

)علامت منفی، مثلاا ، چند تا یک دارد؟ )توجه کنید گذاشتن 2در مبنای  117 )  مجاز نیست.( 2101
  6 ج(   4 ب(  2 الف(

 دارد. 2بیشتر از یک بسط در مبنای  117 هـ( ندارد. 2بسط مبنای  117 د(
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کند، کمترین مقـدار ممکـن ها طی میو در عین حال مسافتی که روی شاخهرو را بخورد های درخت روبهخواهد همه میوهکرمی شکمو می
 تواند مکان خود را برای شروع انتخاب کند. کدام نقطه بهتر است؟ فاصله بین دو نقطه متوالی روی درخت یک مترباشد. فرض کنید کرم می

 اند.مشخص شده ها با دایره سیاه توپرهای انتهایی، میوه دارند. میوهاست و تمام شاخه
 E (ـه  Dد(   Cج(   Bب(  Aالف(
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شود. به جای آن برای هر ی جمع پخش نمیپذیر است ولی روجایی و شرکت*، عملی روی اعداد صحیح است با این خاصیت که جابه
a،b  وc صحیحa b c a b a c a( ) ( ) ( 1دانیم که.. می( 1 10در این صورت   3  چند است؟ 10

 300 (ـه 250 د( 120 ج( 102 ب( 100 الف(
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خواست به مخترع شطرنج پاداش دهد، طرف در دیزی را باز دید )!( و خواست به ازای ها آمده است وقتی پادشاه هند میدر افسانه
 به او گندم داده  ای، دو برابر خانه قبلخانه اول شطرنج یک دانه گندم، به ازای خانه دوم، دو دانه گندم و به همین ترتیب برای هر خانه

ها به اند. چه کسری از کل گندمگذاری شدهرو شمارههای صفحه شطرنج مانند شکل روبهشود. فرض کنید خانه
 های سفید درخواست شده است؟ )جواب دو تا دو رقم اعشار است.(ازای خانه

 کدامهیچ (ـه 75/0 د( 66/0 ج( 50/0 ب( 33/0 الف(
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وسـط  Lاست. اگـر نقطـه  BCمحل تماس دایره محاطی داخلی مثلث با ضلع  Eو نقطه  BCوسط ضلع  Mنقطه  ABCدر مثلث 

AM  وK  محل برخوردAE  باBL  باشد و بین اضلاع مثلث رابطهAC AB BC( گاه باشد، آن 2(
AK

AE
 کدام است؟ 

2 ب( 1 لف(ا
3

3 ج( 
2

1 د( 
2

3 (ـه 
4
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رو را کنند؛ اولی بیتی از اشعار روبهدو نفر با هم مشاعره می
خواند و دومی باید بیت جدیدی بگوید که با حرف آخر بیت می

 هاقبلی شروع شده باشد. چند بیت وجود دارد که با شروع از آن
تواند مستقل از بازی نفر دوم برنده شود؟ بازنده کسی نفر اول می

 است که نتواند شعری بخواند. 

 10 (ـه 8 د( 5 ج( 2 ب( صفر الف(
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A ،B وC با دو عمل اجتماع و مکمل، حداکثر چند مجموعه مختلف سه زیرمجموعه دلخواه مجموعه اعداد طبیعی هستند .
 توان ساخت؟می

 256 هـ( 128 د( 18 ج( 8 ب( 7الف( 
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است. نقاطی را در نظر بگیرید که خارج دو دایره هستند و هر خط گذرنده از آن نقاط،  4، برابر 3فاصله مرکزهای دو دایره به شعاع 

 کند. مساحت این مجموعه چقدر است؟م یکی از دو دایره را قطع میکدست

2 ب( صفر الف( 4 ج( 3 2 2 د( 3 4 هـ( 3 3 2 
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4های یک مستطیل خانه 2با چهار رنگ طوری رنگ کنیم که در هر مربع  خواهیمرا می 5 ، هر چهار رنـگ اـاهر شـوند. بـه 2

 توان این کار را انجام داد؟چند طریق می

 288 (ـه 264 د( 24 ج( 192 ب( 120 الف(
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 های کدام یک از معادلات زیر در صفحه است؟رو مجموعه جوابشکل روبه

 

x الف( xy y3 3 4 

2 ب( 2 2Cos x x y y 

2 ج( 3 2 1x y xy y 

4 د( 4 2 1x y y x 
x هـ( y x ysin( ) sin sin 1 
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 1384ودومین المپیاد ریاضی کشور، سال حل سؤالات مرحله اول بیستراه
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 است. صحیح ]ب[ی گزینه

aگاه دارای ضرایب صحیح باشد آن P(x)ای ر چند جملهلم: اگ b P a P( ) (b). 

Pباشد، یعنی  aبا ضرایب صحیح دارای ریشه صحیح  P(x)ای فرض کنید چند جمله a( ) ی )ب( درست باشد . حال اگر بخواهد گزینه0

aطبق لم باید  P P a( ) ( )5 5 aین باید و همچن 5 P P a( ) ( )6 6 علیه دو مقسوم 5که در این صورت باید عدد  5

 متوالی داشته باشد، که این غیر ممکن است.

P(x)=x ،Pهای ایهای )الف(، )ج( و )د( به ترتیب چند جملهدقت کنید که برای گزینه x x x( ) ( ) ( )3 5 6 و 6

P x x( )  باشند.می 11 و 7، 0های صحیح گزینه را دارا هستندو به علاوه به ترتیب دارای ریشهشرایط هر  11
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه
2محیط مدار استوا  30  ی یک چهارم محیط خط استوا به سمت شرقاست. در حرکت اول به اندازه 120

تا رسیدن به قطب شمال فاصله دارد.  10)مانند شکل اول( که در این صورت  رودبالا می 20رود. سپس به اندازه می 

2یعنی 
3

2ی طی شده مسیر تا قطب شمال طی شده است. پس زاویه 
3

 60کل زاویه تا رسیدن به قطب است، یعنی  

ی جدید وصف کنیم؛ یک مثلث درجه. حال بر روی یک دایره جدید باید حرکت کند. اگر از مرکز کره به مرکز این دایره

 ی جدیدوتر است. پس شعاع دایرهدرجه نصف 30رو به زاویه درجه خواهیم داشت. ضلع روبه 30ای الزاویه با زاویهقائم

2ی جدید یط این دایرهمتر است. بنابراین مح 30نصف شعاع کره یعنی  30 روی محیط 30و حال که   60

گردد. در این حرکت می این دایره حرکت کرده است؛ یعنی نصف محیط را رفته است. در آخرین حرکت به مدار استوا بر

)محیط استوا   نصف خط استوا را طی کرده است. پس نسبت به جای اول خود یک چهارم  طی کرده است. 30(
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه

z  تواند باشد. اگر می 10تا  3بینz 3  باشد برای   4یاx  یک حالت داریم وy شود. اگر تا تعیین میبه صورت یکz 5  باشد برای 6یا 

x  حالت داریم و دوy ر شود. اگتا تعیین میبه صورت یکz 7  باشد برای  8یاx  سه حالت داریم وy شود. اگر تا تعیین میبه صورت یکz 9 

2شود؛ پس در مجموع: تا تعیین میبه صورت یک yچهار حالت داریم و  xباشد، برای  10یا  1 2 2 2 3 2 4 حالت 20

 داریم.
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه

mباید   m n1  عددی طبیعی است. پس داریم: nباشد که در آن  15

m m Q
nm m

16 16
15 1

15 1
 

mحال چون  m1 mو  15 m15 mها یعنی هردو گویا هستند میانگین آن 1 و به تبع آن15

m mهر دو گویا هستند. پس  1 mو   15 توان به سادگی نشان داد که اگر عددی هر کدام مربع عددی گویا هستند. می 1

 طبیعی مربع عددی گویا باشد لزوماا مربع عددی طبیعی است.

 شند.طبیعی با 15mو  1m  پس حتماا باید

mبنابراین باید داشته باشیم:                                   a m b a b a b a b, ( )( )2 2 2 215 1 16 16  

 باشد. 10و 1تواند اعدادفقط می mرسیم که به این نتیجه می 16های عدد علیهحال با بررسی مقسوم
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه

 دانیممیوجاده باشد،  BCخط حل تقاطع پارهـم Zدارند و  Bو  Cرا تا  ترین فاصلهکم که به ترتیب نقاطی روی خط جاده باشند Yو  Xاگر 

 ترین ضلع است، بنابراین:الزاویه وتر بزرگقائم الزاویه هستند و همواره در یک مثلثقائم CXZو  BYZهای که مثلث
BY BZ , CX CZ 

 
BYدر نتیجه:  BCCX کیلومتر است. زمانی  40ی دو شهر است که برابر ی دو شهر از جاده حداکثر برابر فاصلهس مجموع فاصلهپ

 بر جاده عمود باشد که این حالت هم محتمل است. BCشود که می 40هم این مقدار برابر 
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 صحیح است. ]الف[ی گزینه

1فرض کنید 
1 1 0

n n
n n

P x a x a x a x a( )  ای زیر تبدیلبعد ازیک تغییر به چند جمله P(x) باشد. در این صورت ...

 شود:می
1 2

1 2 1 02 n n
n n n
a a x a x a x a( ) ...  

 ای زیر تبدیل خواهد شد:ای به چندجملهتغییر دوم این چندجمله
2 3

2 1 3 1 02 4 n n
n n n n
a a x a x a x a( a ) ...  

 رسیم:ای درجه صفر زیر میی  این روند به چند جملهبا ادامه
0 1 2 1

0 1 2 12 2 2 2 2n n
n n

a a a a a( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )  

 شود:برابر می 1384ی )الف( است که حاصل بالا ها را در این مسئله امتحان کنیم فقط گزینهحال اگر گزینه

( ) ( )3 102 45 2 1 1384  
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 صحیح است.]هـ[ی گزینه
 :شود؛ یعنیدانیم که اگر آن عبارت را در مزدوجش ضرب کنیم حاصل برابر یک میمی

n n( ) ( )2 3 2 3 1  
توان نشان حال اگر بتوانیم مقدار مزدوج را بر حسب خود عبارت بدست آوریم، مسئله حل خواهد شد. برای این منظور با استقرا به راحتی می

nداد که اگر 
n n
r s( )2 3 nباشد؛ در این صورت  3

n n
r s( )2 3 گذاری خواهیم خواهد شد. بنابراین با جای3

  داشت:
n n

n n n n
r s r s

b b b

b b b

( ) ( ) ( )( )

( )( ) 2 2

2
2 2 2

1 2 3 2 3 3 3

5042 3 5042 3 5042 3

5042 1
1 5042 3 2911

3 
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 صحیح است. ]الف[ی گزینه

شیب قطر برابر 
100 2
150 3

 آیددست میجا بهخط داریم که دارای این شیب هستند و زیر خط قرار دارند. این تعداد از آن 49است و تعداد  

واحد حرکت در راستای محور عمودی به سمت پایین به نقاط  2ست و واحد حرکت در راستای محور افقی به سمت را 3که به ازای هر 

 ها موازی قطر است.رسیم که خط گذرنده از آنجدیدی در این مستطیل می

 خط موازی داریم. 99خط وجود دارد. پس در مجموع دقیقاا به همین میزان هم بالای قطر پاره
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 صحیح است. ]ج[ی گزینه
2 ی )الف(برای رد گزینه  است. 0شود. که یکانش می 10در مبنای چهار را در نظر بگیرید که حاصل 2

2ی )ب( برای رد گزینه  است. 3شود. که یکانشمی 13در مبنای پنج را در نظر بگیرید که حاصل  4

2ی )د( برای رد گزینه  است. 3شود. که یکانش می 13بنای نه را در نظر بگیرید که حاصل در م 6

2( ـی )هبرای رد گزینه  است. 4شود. که یکانش می 4در مبنای ده را در نظر بگیرید که حاصل 2

باشد در ضرب درون همین مجموعه قرار  4یا  2یا  1ی )ج( باید نشان دهیم که اگر رقم یکان هر عددی در مبنای هفت، برای اثبات گزینه

 حالت به این نتیجه خواهیم رسید. 9خواهد گرفت که با بررسی هر 
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 صحیح است. ]الف[ی گزینه
 رو خواهد شد:شکل این سوال به صورت روبه

B AC C A B
B I C

2 2 

 
 طور که در شکل نیز واضح است:ی محیطی هستند. همانبر دایره Cو  Bسازهای زوایای به ترتیب پای نیم Cو  Bکه در آن 

2 2 2 2 2 2
C A B C A A B C B B AC

A, 

در نتیجه  
B C A

B A 90
2 2 2

Bرو به و به کمان  Aی جا که زاویهو از آن  AC  :است داریم

B C
A

2 2
 در نتیجه:  

090
4

B C
B I C  
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 صحیح است. ]هـ[ی گزینه

,ی ی مقادیر ممکن در بازهی همهدهیم که مجموعهنشان می
1
1

2
 کنیم:های زیر را ثابت مینظور دو نامساویقرار دارد. برای این م 

a b c ab bc ac a b c( )2 2 2 2 2 21
2

 

 برای اثبات نامساوی سمت چپ داریم: 
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 0

0

a b c ab bc ac

a b c ab bc ac

a b c c a ab bc ac

a b ab b c bc c a ac

a b b c c a

( ) (b ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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 برای اثبات نامساوی راست هم داریم:

 

2 2 21
2

ab bc ac a b c( ) 

ab bc ac a b c

b c ab bc ac

a b c

( )

a

( )

2 2 2

2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 0

0

 

حال دقت کنید که اگر 
1

3
a b c

 
abباشد،  bc ca aو اگر  1 b

1

2
باشد،  0cو  

ab bc ca
1
2

و  1ی صحیح باید شامل . بنابراین گزینه
1
2

 ( است.ـی )های که این خاصیت را دارد گزینهباشد که تنها گزینه 
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه
 دهد ارتفاعی تالس نتیجه میرو است که طبق قضیهدقت کنید که حرکت هواپیما مشابه خط روبه

 کند و در نتیجه مساحت به صورت تابعی درجه دو خواهد بود.هواپیما به صورت خطی رشد می
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 .صحیح است ]الف[ی گزینه

 ی زیر اول باشند:ی اعداد دنبالهعضو این دنباله باشد. در این صورت باید همهاولین  aفرض کنید که 
2 2 21 2 3 3a a n a n a n, , , ,... 

 شود.تواند عددی اول باشد و در نتیجه دنباله حداکثر سه عضوی میدنباله نمی خواهیم نشان دهیم که در این صورت چهارمین عضومی

n2مادنه دقت شود که باقی برای این منظور باید های مختلفی که توانید با بررسی حالتتواند صفر باشد. )این موضوع را مینمی 3بر  1

متفاوت خواهد شد. به همین ترتیب  aبا  3ی آن بر ماندهباقی aتواند داشته باشد تحقیق کنید.( پس با اضافه شدن به می 3بر  nی باقیمانده

aباقیمانده  n22 aباقیماندۀ  3بر 2 n2  متفاوت است.  3بر  aی ماندهبا باقیو  3بر 1

 باشد.  3باشد و چون عددها اول هستند باید یکی از این اعداد  3پس در بین این اعداد یکی باید مضرب

aعددی اول است و در نتیجه  aاما دقت کنید که   . پس 1

a n a n2 22 2 1 1 1 1 3 

aی این عضو یعنی ماندهباشد. حال اگر دنباله عضو چهارمی داشته باشد باید باقی 3تواند برابر می aپس تنها  n23 با باقیمانده 3بر  3

 تواند اول باشد.ت که نمیاس 3باشد. که در این صورت عدد ضرب  3بربر aی 

nدقت کنید که اگر  است. 3داری سه عضو است. بنابراین مقدار حداکثر برابر  7، 5، 3باشد تصاعد  1
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه
 آن نقطه رسید و بر همین اساس تعداد توان به هایی که میهای رسیدن به هر نقطه برابر است با جمع تعداد راهطبق اصل جمع تعداد راه

 آید:رو به دست میکنیم و جدول روبهای رسیدن به هر نقطه را محاسبه میهراه
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه
 خطوط مذکور بر روی یک صفحه قرار دارند. بنابراین برای این که مجموع مربعات کمترین مقدار خود را اخذ کند

ر روی همان صفحه قرار داشته باشد. دلیل آن این است که اگر خارج صفحه را در نظر بگیریم ب Pی باید نقطه 

تصویر آن نقطه بر روی صفحه فاصله کمتری خواهد داشت و چون مثلث متساوی الاضلاع است باید این نقطه بر 

سئله را مثلثی مرکز توانید مثلث متساوی الاضلاع مروی مرکز ثقل باشد. )برای چک کردن این موضوع هم می

)0aصفر و رئوس  , ) ،
a a
( , )

3
2 2

و   
a a

( , )
3

2 2
ترین مجموع در نظر بگیرید و خواهید دید که کم 

 باشد.(مربعات فاصله مربوط به مبدأ مختصات که مرکز ثقل مثلث است می

 ی فیثاغورس برابراست پس ارتفاع آن طبق قضیه2 است بای اصلی ضلع مثلث برابر حال مسئله
3
2 

ی این نقطه تا ضلع است و فاصله

مثلث برابر  
1 3 1
3 2 6

 است که مربع آن برابر 
1
6

ها مساوی جمع سه تا از آن است و 
1
2

 شود.می 
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 صحیح است. ]هـ[ی گزینه
 هایش با هم ها و برآمدگیکنیم که شرط لازم برای این که با یک کاشی بتوان صفحه را فرش کرد این است که تعداد فرورفتگیادعا می

N، یک مربع  Nیک عدد طبیعی مثل  د. حال برایـته باشـبرآمدگی داش bتورفتگی و  aباشند. فرض کنید یک کاشی  برابر N  رادر نظر

Nهای لازم برای فرش کردن این مربع برابربگیرید. تعداد کاشی ها درون این مربع حداقل های کاشیاست. دقت کنید که تعداد تورفتگی 2

aNبرابر   N2 ها درون های مربع بزرگ باشند. از طرف دیگر تعداد برآمدگیها در ضلعتا از تورفتگی N4مکن است حداکثر است زیرا م 4

bNاین مربع حداکثر برابر اشته باشیم پس کاری شده باشد باید برای هر تورفتگی یک برآمدگی دصفحه کاملاا کاشی اکثردانیم است. اما می 2

aNدهد کهها دردرون مربع باید برابر باشد و این نتیجه میتعداد آن N bN2 a. پس 24 b
N

4
عدد طبیعی دل N. حال چون 

aدهد که خواهی است این نتیجه می bتوان نشان داد که  ها میرآمدگیها و ب. با برعکس کردن استدلال برای تورفتگیb a پس در .

aکل b توانند صفحه پرکن باشند. بنابراین تنها نمی 5و  3، 1های های شمارهها برابر هستند. بنابراین کاشیها و تورفتگیو تعداد برآمدگی

 توان صفحه را فرش کرد.با این دو کاشی هم می مانند کهباقی می 4و 2ی شمارههایکاشی

 توانند صفحه پرکن باشند که با توجه به الگوی زیر این چنین هستند.می 4و2های بنابراین فقط شکل
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه
 ها برابر باشد،ر است و هم چنین اگر توانتهای برابر باشد، عددی که توان برابر دارد بزرگدانیم که اگر درمقایسه دو عدد توانی پایهمی

ن  ـرایـابـنـت. بـتر اسدد اول بزرگـد عـتر باشزرگـر بـددی از دیگـوان عـه و تـر پایـت و اگـر اسـتر دارد، بزرگـتی بزرگهـایـددی که پــع
321 642 4314 2  . به علاوه 2

( )321 642 5 128 2 128 2 128 424 2 2 2 32 2 32 31 

( )321 642 5 128 2 128 2 128 434 2 2 2 32 2 32 31 
 و داریم:

( )

( )

321 7 60 1 60 1 60

11 60 660 660 661 642 321

4 3 3 2187 3 2048 3

2 3 2 3 2 2 2 2 4
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه
 ی محاطی داخلی مثلثاز مرکز دایره ADساز هم مانند کنیم. این نیمرا رسم می Bیساز زاویهنیم

و  BIEکنیم. دو مثلث عمود می به ضلع Iی محاطی آن مرکز دایره گذشت. بعد از ( خواهد Iی )نقطه 

DIE ی د. پس زاویهننهشت هستبا هم همD2 ی  برابر زاویهB1 ینصف زاویهB  .است

 هم هست. پس داریم: DACی خارجی مثلث زاویه D2 همچنین

0

2
2 2

2 3 2 3 180

B A
C B A C

A B C A C A C
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 صحیح است. ]الف[ی گزینه
 ردد. در مورد سمت راست هم گای اول خود باز میـر جـکند و سبار به سمت چپ برود؛ محیطی شش ضلعی را طی می 6اگر زنبور 

 طور است.همین

k6به صورت  n ،n2حال کافی است دقت کنید که برای هر عدد طبیعی فرد  k6به صورت  n ،n2و برای هر عدد طبیعی زوج  2 4

 شود.می

رود. حال بار به چپ می 4بار به سمت راست و  2رود یکی در میان توان فرض کرد که به جز حرکت اول که یک بار به سمت چپ میپس می

ی مکان نهایی از شود! پس فاصلهنمی دورکند و بنابراین توان دید که بر روی یک مسیر بسته حرکت میکردن چندحرکت اولیه می با طی

 است. 52تر از  مکان اولیه کم
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه

AB نشان دهیم به طوری که Cو  A ،Bابتدا فرض کنید روستاها را با  9 ،AC BCو 14  Mنید که اگر ت کـ. دق19

MBباشد،   BCی وسط نقطه MC /9  و به علاوه  5

AB AC BC
AM / / ( / )

2 2 2
2 2196 81 361

48 25 90 25 9 5
2 4 2 2

 

Aست و لذا  نی 5/9تر از اش از سه روستا بیشبسازیم فاصله Mپس اگر مدرسه را در  /9 ای در صفحه وجود . اما دقت کنید که نقطه5

 است. 5/9ترین مقدار ممکن باشد و بنابراین در کل کم 5/9تر از تواند کمنمی aباشد، پس  5/9تر از کم Cو  Bاش از هر دو ندارد که فاصله
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 .صحیح است]ج[ی گزینه
 انجام دهیم: -2برای این منظور باید از تقسیمات متوالی بر عدد 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

117 2 58 1 7 2 3 1

58 2 29 0 3 2 2 1

29 2 14 1 2 2 1 0

14 2 7 0 1 2 1 1

 

)پس   ) 2117 یک بسط یک -2است. تنها کافی است با استقرا ثابت کنید که هر عدد صحیح در مبنای  1رقم  6که دارای  110110101

 تا خواهد داشت.
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 .صحیح است ]ب[ی گزینه

 (. بهتر است به جایکند برگردد )به جز مسیر آخرمیرویش را که طی سیر روبهه مـشروع کند باید هر مسیری از س Aی اگر از نقطه

 این که مجبور بشود کل شاخه را برود و برگردد؛ از انتهای یک شاخه آغاز کند که مجبور به بازگشت مسیر نشود.

 بخشی از مسیر را برگردد. آغاز کند باید Cیا  Dچنین اگر از هم
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ی این دو باید به این نکته توجه و دقت های اصلی درخت قرار دارند. در مقایسههستند که در انتهای شاخه  Eو Bمانده پس تنها موارد باقی

 تا انشعاب. 4با  6بر روی یک شاخه به طول  Bشاخه منشعب قرار دارد و نقطه  تا 3با  3بر روی شاخه به طول  Eی کنیم که نقطه

تواند از آغاز کند می  Bاست و انشعاباتی دارد را برگردد ولی اگر از  6های اصلی که طول آن آغاز کند مجبور است یکی از شاخه Eاگر از 

رگشته تری را باست برگردد که به وضوح حالت اخیر مسیر کم 3اصلی که طول آن  است برگردد و یا از شاخه 6های اصلی که طول آن شاخه

 تر خواهد شد.است. پس کل مسافت طی شده آن کم

ی ی خودش به شاخهشاخه هایخواهد بود و بهترین مسیر این است که پس از خوردن تمام میوه Bی بنابراین بهترین نقطه برای آغاز نقطه

ترین میزان کند که کممتر طی می 46ی سمت چپ برود. که در طول این مسیر در بهترین حالت سمت راست رفته و پس از آن به شاخه

 ممکن است.
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 صحیح است. ]ج[ی گزینه

1داریم:  nکنیم که برای هر عدد طبیعی ادعا می 2 1n n کنیم. حکم برای  ور از استقرار استفاده میـظبرای این منn 1  

 حال داریم:دلیل فرض صورت سؤال درست است.  به

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 3 1 2 3n n n n n( ) * * ( ) ( ) ( ) ( ) 

21داریم:  nکنیم که برای هر عددی طبیعی چنین ادعا میهم 1n n n(  کنیم:برای این منظور هم از استقرار استفاده می (
1 1 1 1 1 1

1 2 3 1

n n n n

n n n n

( ) (n ) ( ) n ( ) ( )

( ) ( ) ( )
 

)1nحال باید مقدار  ) n رد نظر اثبات شود:را محاسبه کنیم تا حکم مو 

2 2

1 1 1

1 1 2 1 3 1

n

n n n n

( ) n n (n ) n n n n

((n ) )
 

 ی فوق خواهیم داشت:گذاری در معادلهحال با جای
2 21 1 3 1 2 2 1n n n n( ) (n ) (n ) ( ) 

10بنابراین  10  شود.می120
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 صحیح است. ]ج[ی گزینه
2تا مربع  16ی شطرنج را به صفحه 2کنیم. در این صورت در هر مربع از میمجاور افر 2  افراز شده مربع کوچک 2

2های مربع ی خانهباشد مقدار بقیه xبالا ـ سمت راست سفید است و اگرمقدار آن خانه   شامل آن خانه بر حسب  2

x ها در این مربع برابر های سفید به کل خانهت مقدار خانهرو خواهد بود. بنابراین نسببه صورت جدول روبه

x x x

xx x x x
/

9

8 9

2 513
0 66

7712 2 2
ها در کل جدول هم برابر های سفید به کل خانهاست. پس نسبت خانه 

 همین عدد است.
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 صحیح است. ]ب[ی گزینه

دانیم دقت کنید که طبق خواص مثلث می
BC AB AC

BE
2

 شود که ه به فرض مسئله نتیجه میکه با توج 

BC AB AC AC AB BC BM
BE

(AC AB) AB AC2
2 2 2 4 2

 

ی این مثلث است. پس با توجه میانه AEو  ABMمرکز ثقل مثلث  K است AMهم وسط  Lو چون  BMخط ی وسط پارهنقطه Eپس 

دانیم کهها میبه خواص میانه
AK

AE

2
3

. 
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 صحیح است. ]ج[ی گزینه
 را به عنوان رئوس اختیار« الف، ن، د، ت و ی»سازیم که حروف دار به این صورت میراف جهتیک گ

دار به هم وصل کنیم و به ازای هر بیت دو رأس مربوط به حرف ابتدایی و انتهایی آن بیت را با یالی جهتمی

ی بیت مربوط به آن ها شماره)عددهای نوشته شده روی یال رسیم.رو میکنیم. با این کار به گراف روبهمی

 دهد(.یال را در صورت سؤال نشان می

شود که نفر اول یک یال انتخاب کند ونفر بعد هر بار یالی غیرتکراری حال مشاعره در مسئله معادل با این می

ت. با کند. هر کس که نتواند یالی انتخاب کند بازنده اسکه ابتدای آن انتهای یال نفر قبلی باشد انتخاب می

,های توجه به تقارن وجود در گراف یال , , ,1 6 10 9 ,و همین طور 2 , , ,3 7 8 4 وضعیت مشابهی دارند. 5

فهمم که پس کافی است یک یال از هر دسته به عنوان یال شروع بازی انتخاب شود و وضعیت بازی بررسی شود. )با توجه به این نکته الان می

 توانند پاسخ مسئله باشند.(ای )ب( و )د( نمیهگزینه

تواند برنده شود. نفر دوم کنیم در این صورت نفر اول میرا انتخاب کند. ادعا می 1ی اول مثلاا یال ابتدا فرض کنید که نفر اول یک یال از دسته

6,باید از بین  کند. با این را انتخاب می 2را برگزیند، نفر اول یال 8و اگر یال  5ند نفر اول یال را انتخاب ک 6یک یال انتخاب کند. اگر یال 8

را  7را انتخاب کند و بعد از آن نفر اول یال  3ها بعد از سه حرکت بار دیگر در رأس الف هستیم و نفر دوم این بار مجبور است یال انتخاب

6,ایم و در این مرحله نفر دوم به ناچار باید یالی از بین ایم بازگشته در آن بودهت که قبلااکند. با این حرکات دوباره به راسانتخاب می که  8

ایم با کند و به این صورت برای بار سوم به رأس الف برگشتهانتخاب نکرده را انتخاب کند. بعد نفر اول استراتژی حرکت دومش را تکرار میقبلاا

,یال 5برنده است. پس در  ین بار انتخاب جدیدی نداریم و بنابراین نفر اول حتماااین تفاوت که ا , , ,1 6 10 9 تواند برنده شود. نفر اول می 2

حال نفر  کند.را انتخاب می 7تواند برنده باشد. در این حالت نفر دوم یال نفر دوم می 3ی یال دیگر مثلاا یال شماره 5کنیم که در حال ادعا می

 اول برای انتخاب یال بعدی دو حالت دارد.

کند. را انتخاب می 5یا  10کند. بعد از این نفر یک یکی از دو یال را انتخاب می 4دوم یال  را انتخاب کند. در این حالت نفر 8حالت اول. یال 

ها ی یالها همهشود و با انتخاب یالدی به هر نفر تحمیل میهای بعتوان به سادگی بررسی کرد که با انتخاب هر کدام از این دو یال انتخابمی

 ای برای انتخاب ندارد، بازنده است.کند و بنابراین نفر اول که گزینهشوند. پس آخرین یال را نفر دو استفاده میاستفاده می

ین انتخاب نفر اول کند. با ارا انتخاب می 10را انتخاب کند. در این صورت نفر دوم یال  6حالت دوم. یال 

شود را برگزیند. ی بعد نفر دوم باید یالی که از رأس ن خارج میرا انتخاب کند و در مرحله 9مجبور از یال 

 توان چک کرد که حرکات بعدی به دو نفر تحمیل را انتخاب کند، مشابه حالت قبل می 2اگر نفر دوم یال 

 شود نفر دوم پیروز شود.د که این باعث میشوها استفاده میی یالشود و در نهایت همهمی

,یال  5پس در کل نفر اول با شروع از  , , ,1 6 10 9  ی بازی باشد.تواند برندهمی 2
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 .صحیح است ]هـ[ی گزینه
 کافیزیر را پدید آورد. برای این منظور های مجزای توان مجموعهها میبا استفاده از هر کدام از این مجموعه

توانیم با استفاده از اجتماع و مکمل داشته باشیم. تعداد کل این است دقت کنید که عمل اشتراک را می 

های مختلف ها در شکل با رنگتا هستند که همگی از هم مجزا هستند. این زیرمجموعه 8ها زیرمجموعه

  ست(.اند. )یک ناحیه بیرونی هم هست که با رنگ سفید مشخص شده امشخص شده

ی جدید ایجاد کنیم. مجموعه یک مجموعه 8خواه از این توانیم با کنار هم قرار دادن هر تعداد دلحال ما می

های آید. پس تعداد کل مجموعهی زرد و نارنجی و آبی یک مجموعه به دست میمثلاا با اجتماع زیر مجموعه

 است. 82ممکن برابر 
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 صحیح است. ]هـ[ی هگزین
 کنیم نواحیها دو دایره خارج از هم قرار دارند. حال ادعا میهای آنی بین مرکزها و فاصلهه با توجه به طول شعاع دایرهد کـیـنـت کـابتدا دق

های رسم شده ند. )خطکها حداقل یکی از دو دایره را قطع میها هستند که هر خط گذرنده از آنرنگی شکل زیر تنها نقاطی خارج از دایره
 های داخلی و خارجی دو دایره هستند.(مماس مشترک

 

 
1های ای درون مثلثابتدا دقت کنید که اگر نقطه 2M CC 1و یا 2M FF  باشد خط واصل بین آن نقطه وM  ها را قطع کدام از دایرههیچ

AABون از دو دایره و  چهارضلعی ای هم بیرکند. اگر نقطهنمی B1 2 2 توان از آن نقطه خطی گذرند که هیچ کدام از باشد به راحتی می 1

MDE1های های مثلثهای خارج از دایرهای درون قسمتها را قطع نکند. اگر هم نقطهدایره MDو  1 E2 ی نزدیکاس بر دایرهباشد. خط مم2
توان این خط مماس را اندکی تغییر داد ی دیگر اشتراکی ندارد. حال میکند و با دایرهتر از آن نقطه تنها در یک نقطه آن دایره را قطع می

گی درون مثلث ای در یکی از نواحی رنگی مثلاا قسمت رندهیم که اگر نقطهتر را هم قطع نکند. حال نشان میی نزدیکطوری که دایره

C AD2 2  کنیم.برای این منظور از لم زیر استفاده می کند.ها را قطع میباشد هر خط گذرا از آن دست کم یکی از دایره2

 کند.می کند یا دقیقاا دو ضلع را قطعیا از یک رأس و یک ضلع مثلث عبور می Xقرار دارد. هر خط گذرا از  ABCدرون مثل  Xی لم. نقطه

 شود.انجام می Xخط خط گذرنده از اثبات این لم به سادگی و با در نظر گرفتن دونیم

Cی رنگی مثلث ای را درون ناحیهی اصلی نقطهحال در مسئله AD2 2  خواه گذرنده از آن نقطه را در نظر بگیرید.و یک خط دل 2
 

 
AD2اگر ضلع  AD2تقاطع دارد. پس فرض کنید خط با  O2ی به مرکز را قطع کند یا از یکی از رئوس مثلث بگذرد با دایره 2 اشتراکی  2

AC2ندارد.  بنابراین باید دو ضلع  DC2و  2 Cجا که این خط را با کنید که از آن را قطع کند. حال دقت2 E2 ای تقاطع دارد باید شامل نقطه 1

ACدرون مثلث  E1 2 Cباشد. دقت کنید که این خط با ضلع  1 E2 Cاز این مثلث تقاطع دارد ولی با ضلع  1 A2 د. )زیرا تقاطع این تقاطع ندار1

Cخط با خط شامل  A2 AC2خط در پاره 1 AC1است.( بنابراین طبق لم بالا این خط به ناچار باید با ضلع 2 اشتراک داشته باشد و بنابراین 1

کند. با توجه به تقارن شکل اثبات ادعا برای دیگر نواحی رنگ شده هم مشابه است و بنابراین اثبات قطع میرا  O2ی به مرکز خط دایره
 شود.درستی ادعا کامل می

ی شکل را محاسبه کنیم. برای این منظور دقت کنید که شدهی رنگبنابراین کافی است مساحت چهار ناحیه
DO

D MO
O M

sin( ) 2 2
2 2

2

3
2

 

0پس 
2 2 60DMO :و به تبع آن با اندکی محاسبه خواهیم داشت که 

0 0 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2 260 30 30 1DO A C O D C A AO . tan( ) 

 نظر داریم: ی موردی مساحت ناحیهپس برای محاسبه

مساحت دایره 
2
3

Cمساحت مثلث   O A( )2 2  ی رنگیمساحت ناحیه28

21 3 2
8 3 4 3 2

2 3
( ) 
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 صحیح است. ]د[ی گزینه
 یآمیزی چهارخانهنمایش دهیم. به این ترتیب برای رنگ 4و  3، 2، 1ی ارهمـهای مورد استفاده را با چهار شحل اول. فرض کنید رنگراه

4بالا راست جدول   3 2 1  زیر رنگ شده باشند. ی بالا سمت راست جدول به صورتحالت داریم. فرض کنید چهار خانه 24

 
های باشند. حال بر حسب حالت 3و  2ی اول سطر چهارم باید شامل خانه و دو 4و1ی اول سطر سوم باید شامل دراین صورت برای دو خانه

 کنیم.بندی میآمیزی شوند مسئله را حالتتوانند رنگمختلفی که این چهارخانه می

 حالت اول.

2ون سوم در سه مربع ی دوم از ستدراین حالت خانه است. با مشخص  2باشد و لذا به ناچار 3و  4، 1تواند برابر حاضر است، پس نمی 2

 تا مشخص کرد.های جدول را به طور یکی خانههای این ستون و با استدلال مشابه رنگ بقیهی خانهبقیه توان رنگشدن این خانه می

 
 

 
 حالت دوم

باشد،  2ی دوم از ستون سوم که باید برابر شود. )ابتدا خانهتا تعیین میی جدول به طور یکبقیه ین حالت هم کاملاا مشابه حالت اول رنگدر ا

 ی جدول(های این ستون و به همین شکل بقیهی خانهسپس بقیه

 
 حالت سوم.

ی سوم از ستون سوم مشخص شود با این تفاوت که ابتدا رنگ خانهیین میتا تعی جدول به طور یکهای قبلی بقیهاین حالت هم مشابه حالت

 شود.می

 
 حالت چهارم.
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شود. سپس ی ستون تعیین میداریم. با انتخاب رنگ این خانه رنگ بقیه 2و1ی اول ستون سوم دو حالت در این جا برای انتخاب رنگ خانه

داریم. در نهایت برای انتخاب  4 و 3کند هم دو حالت های  این ستون را تعیین میی خانهلیهی ستون چهارم که رنگ کبرای انتخاب رنگ خانه

شود. پس در این حالت برای انتخاب رنگ این خانه ستون پنجم هم تعیین می را داریم. با 2و1ی اول ستون پنجم هم دو حالت رنگ خانه

 حالت داریم.  8آمیزی جدول رنگ

)ی اولیه خانه 4جه به انتخاب رنگ بنابراین در کل با تو )24 1 1 1 8 24 112  حالت داریم. 264

ی های همهاند یا خانهی سطرها یک در میان رنگ شدههای همهتوان به سادگی نشان داد که در هر چنین جدولی یا خانهحل دوم. میراه

ی سطرها باید یک در های همهتوان نشان داد که خانهده باشند میهای یک سطر به صورت یک در میان رنگ شها. به علاوه اگر خانهستون

های آن به هایی را بشماریم که سطرها یا ستونها هم درست است. پس باید تعداد جدولستونبرای میان رنگ شده باشند و حکم مشابه 

 اند.صورت یک در میان رنگ شده

 12شود ی دوم داریم که میحالت برای رنگ خانه 3ی اول وحالت برای رنگ خانه 4در حالتی که سطرها یک در میان باشند. در سطر  اول

 شود.حالت می 96حالت. که در کل 2حالت و سطر چهارم هم  2حالت و سطر سوم نیز  2الت. برای سطر دوم حا

 12شودی دوم داریم که میلت برای رنگ خانهحا 3ی اول و حالت برای  رنگ خانه 4باشند: برای ستون اول  میان  ها یک دردر حالتی که ستون

 شود.حالت می 192چنین ستون آخر که در کل حالت و هم 2حالت و ستون چهارم هم  2حالت و ستون سوم نیز  2حالت. برای ستون دوم 

  2ت و خانه زیرین آن حال 3ی مجاورحالت، خانه 4ی گوشه سمت چپ ها یک در میان است در خانههایی که هم سطر و هم ستون آنجدول

 است. 24ها شوند و بنابراین تعداد آنتا تعیین میحالت دارد و بقیه به طور یک

 آید:ها به کمک اصل شمول و عدم شمول به دست میدر نهایت تعداد کل جدول

24 192 96 264 
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 صحیح است. ]د[ی گزینه
)یشوند؛ به این معنی که اگر نقطهذف میحهای )الف( و )هـ( به دلیل تقارن گزینه ,  ی  نقطه ها صدق کنددر هر کدام از این معادله(

( , ساز ربع  اول و سوم محورهای مختصات متقارن است که نمودار ها باید نسبت به نیمکند. بنابراین باید نمودار جواب آنهم صدق می (

 مسئله این طور نیست.

yی این گزینه قرار دهیم ی )ب( این است که اگر در معادلهدلیل رد گزینه xمعادله به صورت  0 xcos 2 آید که یک تابع در می2

را قطع کرده  xیعنی باید نقاطی که نمودار محور  کند.نیز صدق می x–کند که در این رابطه صدق می xزوج است یعنی به ازای جمیع مقادیر 

 ها متقارن باشد که نمودار صورت سؤال چنین نیست.yنسبت به خط محور 

xی )ج( این است که اگر در معادله قرار دهیمدلیل رد گزینه yمعادله به صورت 0 ی ی جواب رابطهشود، یعنی مجموعهتبدیل می 1

 ها را باید تنها در یک نقطه قطع کند که باز هم نمودار رسم شده در صورت سؤال این گونه نیست.yمربوط به این گزینه باید محور 

 ماند که صحیح است.ی )د( باقی مید و تنها گزینهنشوگزینه رد می 4پس این 

 


